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En este trabajo utilizamos las ecuaciones hidrodina´micas de Euler para modelar halos de materia
oscura escalar compleja en el Universo, las cuales adquieren la forma de un sistema Schro¨dinger-
Poisson en el l´ımite Newtoniano. Mediante la transformacio´n de Madelung, dicho sistema adopta
la forma de la dina´mica de un fluido, en donde interviene un potencial de auto-interaccio´n y un
potencial tipo cua´ntico que depende no linealmente de la densidad del fluido. En este marco teo´rico
se hace un ana´lisis de inestabilidad de Jeans, el cual sirve para determinar el taman˜o mı´nimo para
que el sistema sea estable, es decir, para que perturbaciones del campo escalar formen estructuras.
Tambie´n mostramos que este sistema hidrodina´mico de campo escalar tiene vorticidad.
Descriptores: Campos escalares; materia oscura; modelo de fluido; inestabilidad de Jeans; vorticidad
hidrodina´mica
In this work we use the Euler hydrodynamic equations of fluids to study a model of galactic ha-
los minimally coupled to a complex scalar field, which in the Newtonian limit they become the
Schro¨dinger-Poisson system. Applying a Madelung transformation, this system of equations takes
the form of hydrodynamics equations, where there are a self-interacting potential and a kind of
quantum potential that depends non-linearly on the density of the fluid. In this theoretical frame-
work we analyze the Jeans’ instability, which is useful for finding the scale length of perturbations
of the scalar field that will form structures. In other words, perturbations of the scalar field with
lengths less than this threshold length, can not lead to the formation of galactic structures. We also
show that this scalar field hydrodynamic system has vorticity.
Keywords: Keywords: Scalar fields; dark matter; fluid model; Jeans’ instability, hydrodynamic vor-
ticity.
PACS numbers: 95.35.+d, 95.30.Lz, 95.30.Sf, 8.62.Gq, 98.80.Jk, 04.25.Nx
I. INTRODUCCIO´N
En las u´ltimas de´cadas se ha vivido una revolucio´n en
el conocimiento humano debido a la aparicio´n de dos nue-
vos problemas fundamentales en la cosmolog´ıa moderna,
ambos relacionados con la formacio´n de estructura en el
Universo. El primero es una componente necesaria para
la formacio´n de estructura, es decir, para la formacio´n
de galaxias, cu´mulos de galaxias, etc. Este primer ingre-
diente es al menos el 23% de la materia del cosmos y
es generalmente llamada materia oscura1. La segunda
componente es una componente que acelera el Universo
constantemente. Esta u´ltima se le conoce como energ´ıa
oscura y corresponde al 73% de la materia del Universo
y la tercera, que tan so´lo representa el 4%, corresponde
a la materia bario´nica contenida en el modelo esta´ndar
[1–3]. Desde la aparicio´n de estos dos primeros ingredien-
tes, una gran cantidad de cient´ıficos se han concentrado
en analizar decenas de hipo´tesis sobre su posible natura-
leza y origen, sin embargo, los resultados no son del todo
satisfactorios y el misterio hasta ahora continu´a.
1 Se dice oscura porque so´lo interacciona gravitacionalmente con
la materia ordinaria referida en la literatura como la materia
bario´nica.
Una diferencia sustancial entre la materia oscura y la
energ´ıa oscura es que la primera es gravitacionalmen-
te atractiva mientras que la segunda es repulsiva, lo
cual es verdaderamente extran˜o. En el marco del mo-
delo esta´ndar, no se conoce ninguna part´ıcula elemental
con propiedades tales que produzcan efectos gravitacio-
nales repulsivos. Por lo tanto las preguntas ma´s impor-
tantes a resolver son ¿Que´ son estas componentes oscuras
que dominan en el Universo? ¿Cua´l es la naturaleza de
estas componentes? Existen varias hipo´tesis que quieren
dar una respuesta a estas interrogantes, la propuesta ma´s
popular es que la materia oscura es una clase de part´ıcu-
la supersime´trica llamada WIMP, por su siglas en ingle´s
“Weakly Interacting Massive Particle”. Para la energ´ıa
oscura, el candidato ma´s popular es sin duda la constan-
te cosmolo´gica, denotada por Λ. Sin embargo, ninguno de
estos candidatos esta´n exentos de problemas. Por ejem-
plo los WIMP’s siempre se comportan como polvo en la
galaxia, por lo que no hay un mecanismo real que impida
que se formen halos de galaxias de cualquier taman˜o y no
hay nada que impida su colapso gravitacional. Es decir, la
prediccio´n del modelo ΛCDM en la formacio´n de estruc-
tura es que los halos de materia oscura crecen jera´rqui-
camente, por acrecio´n y fusio´n de sistemas ma´s pequen˜os
a cada vez ma´s grandes. Una consecuencia de esto es que
la Vı´a La´ctea actualmente deber´ıa estar rodeada por mi-
2les de pequen˜os subhalos, en aparente contradiccio´n con
los sate´lites luminosos pequen˜os que han sido detectados
alrededor de la Vı´a La´ctea hasta ahora. A este proble-
ma se le conoce como problema de los sate´lites faltantes
[4–6]. Por otro lado la constante cosmolo´gica es simple-
mente un para´metro que la teor´ıa puede permitir pero
que no esta´ determinado. Mide la densidad de energ´ıa
del espacio vac´ıo. Pero para lograr obtener una expan-
sio´n acelerada del Universo en nuestros d´ıas, se requiere
que la constante cosmolo´gica sea del orden 10−47 GeV4.
Si calculamos la densidad de energ´ıa del vac´ıo, calculada
como la suma de energ´ıas de punto cero de un campo
cua´ntico de cierta masa, obtenemos que la razo´n de la
densidad del vac´ıo que la teor´ıa esta´ndar de part´ıculas
da a la densidad observada es del orden 10121. Si usamos
supersimetr´ıa se puede reducir esta razo´n en 60 o´rdenes
de magnitud, lo que sigue siendo insuficiente[7].
A. Materia oscura fr´ıa
Los WIMP’s son el prototipo para el modelo de ma-
teria oscura fr´ıa (CDM por sus siglas en ingle´s) [8]. Sus
predicciones se encuentran en concordancia con las obser-
vaciones a grandes escalas (∼ Mpc)2, y logra explicar di-
versas propiedades de las galaxias y cu´mulos de galaxias.
Sin embargo, a pesar de los grandes e´xitos de CDM, e´ste
presenta discrepancia a escalas menores (∼ kpc). Una de
ellas consiste en que los perfiles de densidad predichos
por CDM son demasiado densos en el centro de las gala-
xias. En contraste, observaciones muy precisas muestran
que las galaxias, sobre todo las enanas o las de muy bajo
brillo, tienen densidades ma´s bien con un perfil plano o
casi plano. A este problema se le conoce en la literatura
como el problema de los halos picudos [5, 6].
El problema de la subestructura y el de los halos pi-
cudos se consideran fundamentales para entender la for-
macio´n de estructura en el Universo [5, 6]. Incluso si el
modelo CDM tiene e´xito, resolver estos problemas sera´
de crucial importancia para este paradigma. Adema´s, re-
cientemente han surgido otras observaciones que tambie´n
pueden ser un problema para el paradigma de la mate-
ria oscura fr´ıa. E´ste afirma que la estructura se formo´ de
una manera jera´rquica, es decir que la estructura surgio´
de pequen˜as semillas de excesos de densidad de materia
oscura, se cree que de masas como la de la Tierra y del
taman˜o del sistema solar. Estas semillas se fusionan por
su propia gravitacio´n, pero al ser el Universo primitivo
tan denso, las semillas chocan con otras a su alrededor
y muchas veces se fusionan con otras para formar halos
ma´s grandes. Estos halos mayores continu´an chocando
con otros hasta formar los halos que ahora conocemos.
En este paradigma, las galaxias ma´s grandes se forman
por la fusio´n gravitacional de otras ma´s pequen˜as. Sin
2 1 pa´rsec (pc) ≈3.26 an˜os luz
embargo, han surgido varias observaciones que podr´ıan
contravenir estas hipo´tesis. Las primeras observaciones
consisten en el ana´lisis de cientos de galaxias [9], en don-
de se encuentra que seis de las caracter´ısticas de las gala-
xias, como son brillo superficial, masa, taman˜o del halo,
etc. esta´n correlacionadas, es decir, si se conoce una de
e´stas se pueden deducir las otras propiedades restantes.
Esta observacio´n no puede ser explicada con el modelo
jera´rquico, pues no hay manera de obtener galaxias con
caracter´ısticas tan semejantes como las que se observan,
despue´s de una serie de choques y fusiones de halos de
forma pra´cticamente aleatoria. Es mucha casualidad que
dos galaxias del mismo taman˜o sean tan semejantes, des-
pue´s de que ambas tuvieron un historial de choques y
fusiones que podr´ıan ser completamente distinto. Con la
hipo´tesis del modelo jera´rquico estas semejanzas son muy
dif´ıciles de explicar. Ma´s aun, recientemente se encontro´
que la fuerza de gravedad de la materia oscura de todas
las galaxias a un radio determinado es la misma para to-
das las galaxias [10], una semejanza universal dif´ıcil de
explicar con el modelo jera´rquico.
La segunda observacio´n que parece contravenir el mo-
delo jera´rquico consiste en que al examinar galaxias con
los nuevos telescopios gigantes de reciente construccio´n,
segu´n el modelo jera´rquico, las galaxias ma´s grandes tar-
daron mayor tiempo en formarse. Por otro lado, simu-
laciones nume´ricas [11] demuestran con gran detalle el
taman˜o de las galaxias que se formaron en cada etapa
del Universo. Al hacer una comparacio´n de estas simula-
ciones con algunas galaxias formadas en tiempos corres-
pondientes a z = 1.3, en [11] encuentran una gran discre-
pancia entre lo observado y lo predicho. Esta observacio´n
apunta al hecho de que las galaxias se formaron ma´s tem-
prano a lo predicho por la hipo´tesis de la materia oscura
fr´ıa.
La tercera observacio´n es sobre la dispersio´n de veloci-
dades de galaxias a corrimientos al rojo muy grande, por
ejemplo, z = 2.186, es decir galaxias muy viejas. Muchas
de estas galaxias son muy compactas y con masas estela-
res similares a las galaxias el´ıpticas de hoy d´ıa pero con
taman˜os ma´s pequen˜os. En la referencia [12] se analizo´
una de estas galaxias y se encontro´ que la dispersio´n de
velocidades es muy alta, 500+165−95 km s
−1, lo que es consis-
tente con lo compacto y masivo de la galaxia. La relacio´n
inferida entre el taman˜o, re, la masa dina´mica,Mdin, y la
dispersio´n de velocidades, σv, es σ
2
v ∝Mdin/re. Es decir,
la dispersio´n de las velocidades del gas y de las estrellas de
estas galaxias indican que las galaxias el´ıpticas ya ten´ıan
la masa que actualmente tienen, pero ya estaban ma´s
concentradas y pequen˜as. Las galaxias parecen haberse
formado muy temprano, y estas observaciones sobre la
dispersio´n de velocidades indican que eran ma´s compac-
tas. Si estas observaciones se confirman, indicar´ıan una
fuerte contradiccio´n con el modelo de materia oscura fr´ıa.
De cualquier forma, si se descubre alguna part´ıcula super-
sime´trica que pueda servir de soste´n a la materia oscura
fr´ıa, este modelo debera´ resolver todas estas anomal´ıas
existentes con las observaciones.
3B. Materia oscura escalar
Para darle vuelta a estas fallas en el modelo de ma-
teria oscura fr´ıa han surgido algunas alternativas, entre
las que se encuentra la hipo´tesis de materia oscura esca-
lar [13–15]. Esta teor´ıa tiene algunas caracter´ısticas muy
interesantes que podr´ıan resolver algunas anomal´ıas de
la materia oscura fr´ıa. A pesar de que la hipo´tesis de
la materia oscura escalar es casi ide´ntica al modelo de
materia oscura fr´ıa a escalas cosmolo´gicas, tiene fuertes
diferencias a escalas gala´cticas. La idea de este modelo
es la siguiente. En un principio exist´ıa un campo escalar
con una masa muy ligera del orden de mφ ∼ 10−22eV,
esparcido homoge´neamente en el Universo. Despue´s de
la inflacio´n del Universo, este campo escalar se condenso´
a diferentes escalas y de alguna manera inicio´ un colap-
so gravitacional. Aqu´ı surge la primera diferencia sus-
tancial con el modelo de materia oscura fr´ıa. Debido a
que las semillas de los halos de las galaxias se formaron
por condensacio´n, estos halos se esperan de todos los ta-
man˜os. Las fluctuaciones primordiales inician el proceso
de colapso gravitacional de estos halos en un tiempo muy
temprano y por eso vamos a ver halos bien formados en
tiempos anteriores a los predichos por la materia oscura
fr´ıa. Este esquema es so´lo hipote´tico, uno de los objeti-
vos de este proyecto es ver si este es el caso. Se espera
entonces que el campo escalar evolucione. Ya sabemos
que en la e´poca de fluctuaciones lineales este campo se
comporta exactamente como materia oscura fr´ıa [16], pe-
ro el colapsarse y formar halos de galaxias es un proceso
muy diferente al paradigma en boga. Este estudio ya se
ha elaborado para un halo esfe´rico [14, 17, 18], la idea
es llevar a cabo un estudio nume´rico completo, que nos
pueda dar una gu´ıa para ver si este modelo es correcto o
debemos modificarlo.
En este trabajo reformulamos el modelo de materia
oscura escalar para estudiar halos de materia oscura de
galaxias. Para este caso, se sabe que la dina´mica tanto del
campo escalar como de la geometr´ıa del espacio-tiempo
se describen bien en el l´ımite newtoniano y al sistema
resultante se le conoce como Schro¨dinger-Poisson [14].
Algunos estudios de este sistema los podemos encontrar
en [14, 17, 19]. Sin embargo, uno de los inconvenientes
de resolver la ecuacio´n de Schro¨dinger reside en su na-
turaleza de tipo parabo´lico, lo cual la hace complicada
de resolver nume´ricamente. Esta complicacio´n consiste
en que se necesitan me´todos impl´ıcitos para tener esta-
bilidad nume´rica. Por ello, proponemos hacer uso de la
transformacio´n de Madelung [20] para expresar nuestro
sistema en una forma hidrodina´mica, en la cual esta´n
presentes un potencial de auto-interaccio´n y un poten-
cial tipo cua´ntico3 que es no lineal en la densidad. Esta
representacio´n es de tipo hiperbo´lico, y es posible imple-
3 En la representacio´n hidrodina´mica de la ecuacio´n de Schro¨din-
ger, el u´nico te´rmino donde aparece la constante de Planck es en
el potencial cua´ntico y por ello su nombre. Cabe mencionar que
mentar me´todos nume´ricos expl´ıcitos en forma de leyes
de conservacio´n, lo cual no es tan costoso computacio-
nalmente como los impl´ıcitos. Otra alternativa es usar la
te´cnica de hidrodina´mica de part´ıculas suavizadas (SPH
por sus siglas en ingle´s), que fue disen˜ada para resolver
las ecuaciones de Navier-Stokes. Otra ventaja de esta re-
presentacio´n, es que podemos obtener de manera sencilla
un criterio en que el sistema Schro¨dinger-Poisson es es-
table.
Con estos objetivos en mente, dividimos este traba-
jo como sigue. En la seccio´n II se deduce el sistema
Schro¨dinger-Poisson a partir de un modelo de materia
oscura escalar. En la seccio´n III expresamos dicho sis-
tema en su formulacio´n hidrodina´mica usando la trans-
formacio´n de Madelung. En la seccio´n IV hacemos el es-
tudio del ana´lisis de inestabilidad de Jeans, el cual nos
da un criterio para ver bajo que´ condiciones el sistema
Schro¨dinger-Poisson es inestable. Despue´s se dan las con-
clusiones donde se resumen las principales aportaciones
de este trabajo.
II. APROXIMACIO´N DE CAMPO DE´BIL DE
LAS ECUACIONES DE EINSTEIN
La hipo´tesis que vamos a estudiar es que la materia
oscura es un campo escalar complejo gobernado por la
ecuacio´n de Klein-Gordon
∇µ∇µφ−
(mc
h¯
)2
φ = 0 , (1)
y la respectiva ecuacio´n para φ∗, que se obtiene al calcular
el complejo conjugado de (1). Aqu´ı h¯ es la constante de
Planck, c es la velocidad de la luz y m es la masa del
campo escalar. Una manera de obtener la ecuacio´n de
Klein-Gordon la podemos ver en [21, 22].
Dado que en relatividad general, al campo gravitacio-
nal se le asocia con la curvatura del espacio-tiempo, en-
tonces campos gravitacionales de´biles correspondera´n a
espacios-tiempos aproximadamente planos. En tal caso
consideremos
gµν = ηµν + hµν (2)
con |hµν | ≪ 1 y ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) la me´trica de
Minkowski. Donde gµν es la me´trica del espacio-tiempo,
que la descomponemos como una me´trica plana ma´s una
perturbacio´n. Aqu´ı estamos en la libertad de poner una
norma para h¯µν . Si pedimos que
∂ν∂
νξµ = ∂ν h¯
νµ (3)
lo cual es una ecuacio´n de onda para ξµ con fuente ∂ν h¯
νµ,
obtenemos que
∂ν h¯
′νµ = 0 . (4)
por la analog´ıa de las ecuaciones a lo largo del trabajo a dicho
te´rmino lo llamaremos potencial de tipo cua´ntico.
4Tomando esta norma, las ecuaciones de Einstein quedan
∂α∂
αh¯βν = −κTβν , (5)
donde Tβν es el tensor de energ´ıa-momento y ∂α∂
α es el
operador D’Alambertiano en el espacio plano, es decir, es
el operador que aparece en la ecuacio´n de una onda. Estas
son las ecuaciones de campo para un campo gravitacional
de´bil en su forma esta´ndar. A esta expresio´n se le conoce
como l´ımite de campo de´bil.
Una aplicacio´n particularmente importante de la apro-
ximacio´n de campo de´bil es el l´ımite newtoniano de la re-
latividad general. Este l´ımite no so´lo corresponde a cam-
pos de´biles sino tambie´n a pequen˜as velocidades de las
fuentes, en donde se satisface que T 00 ≫ T ij [23]. En tal
caso podemos considerar so´lo la componente h¯00 e igno-
rar los dema´s te´rminos [24]. Para un ana´lisis detallado de
la aproximacio´n newtoniana de las ecuaciones de Einstein
ve´ase [25], la cual es la referencia de donde nos basaremos
para presentar los siguientes resultados. Las ecuaciones
de campo se reducen entonces a
∂α∂
αh¯00 = −16πG
c2
m2φφ∗ , (6)
donde hemos tomado κ = 32πG/c4 y T00 ≈ 12m2c2φφ∗.
Adema´s, para velocidades pequen˜as, la derivada tempo-
ral, en el operador D’Alambertiano, es ma´s pequen˜a que
las derivadas espaciales, as´ı que la ecuacio´n se reduce a
∇2h¯00 = −16πG
c2
m2φφ∗ , (7)
donde el operador ∇2 es el Laplaciano 3-dimensional.
Comparando este resultado con la ecuacio´n de campo
de Newton ∇2U = 4πGρ concluimos que en este l´ımi-
te h¯00 = −4U/c2 y h¯i0 = h¯ij = 0 (para i 6= j,
i, j = 1, 2, 3) y m2φφ∗ corresponde a la fuente. Regresan-
do a la definicio´n de h¯αβ en te´rminos de hαβ , tenemos
que h00 = hii = −2U/c2. La expresio´n final del l´ımite
newtoniano de las ecuaciones de Einstein la presentare-
mos en (13) debido que au´n nos falta ver co´mo se reduce
φ en este l´ımite y lo mostraremos en la siguiente seccio´n.
La me´trica del espacio-tiempo en la aproximacio´n new-
toniana es
ds2 = −(c2 + 2U)dt2 + (1− 2U/c2)d~r · d~r , (8)
donde d~r · d~r = dx2 + dy2 + dz2. Cabe mencionar que
el para´metro que tomaremos para hacer la expasio´n en
serie es la cantidad adimensional U/c2 ≪ 1, lo cual es la
aproximacio´n a campo de´bil.
A. La ecuacio´n de tipo Schro¨dinger
En esta seccio´n haremos la aproximacio´n newtoniana
de la ecuacio´n de Klein-Gordon dando lugar a una ecua-
cio´n tipo Schro¨dinger. Por simplicidad tomemos en los
ca´lculos de esta seccio´n c = h¯ = 1 y retomaremos las
unidades originales del resultado bajo ciertos cambios que
abajo daremos. Sustituyendo (8) en (1)
g00∂0∂0φ+ g
ii∂i∂iφ−m2φ =
−(1 + 2U)−1∂2t φ+ (1− 2U)−1∇2φ−m2φ ≈
(1− 2U)∂2t φ− (1 + 2U)∇2φ+m2φ = 0 . (9)
Para hacer de manera correcta el l´ımite newtoniano de
la ecuacio´n de Klein-Gordon tomemos4 [21]
φ = ψ(~x, t)e−imt . (10)
Sustituyendo en (9) y teniendo en cuenta que U ≪ 1,
obtenemos
− 1
2m
ψ¨ + iψ˙ +
1
2m
∇2ψ −mUψ = 0 (11)
donde ψ¨ = ∂2t ψ y ψ˙ = ∂tψ. Para un campo que var´ıa
lentamente en el tiempo se tiene que ψ¨ ≈ 0, por lo que
ih¯ψ˙ = − h¯
2
2m
∇2ψ +mUψ , (12)
la cual es una ecuacio´n que tiene la forma de la ecua-
cio´n de Schro¨dinger y por ende la llamaremos ecuacio´n
de tipo Schro¨dinger. Adema´s, hemos regresado a las uni-
dades originales haciendo m → mc2/h¯, ∇2 → c2∇2 y
U → U/c2.
La razo´n del por que´ se dice que la ecuacio´n (12) es de
tipo Schro¨dinger y no la ecuacio´n de Schro¨dinger que des-
cribe la meca´nica cua´ntica es muy simple, la naturaleza
del campo φ en (1) es cla´sico y por lo tanto tambie´n lo es
ψ. Sin embargo, los me´todos de solucio´n que se usan para
resolver la ecuacio´n de Schro¨dinger pueden ser aplicados
aqu´ı.
Usando (10) las ecuaciones de campo de Einstein (7)
se reducen a la ecuacio´n de Poisson
∇2U = 4πGρ , (13)
siendo U el potencial gravitacional debido al campo es-
calar con fuente ρ = m2ψψ∗. Al conjunto acoplado dado
por (12) y (13) se le conoce en la literatura como sistema
Schro¨dinger-Poisson. Algunos estudios de este sistema
los podemos ver en [14, 17, 19].
III. MODELO HIDRODINA´MICO DEL
SISTEMA SCHRO¨DINGER-POISSON
Tomando como motivacio´n la formulacio´n hidro-
dina´mica de la ecuacio´n de Schro¨dinger que rige la
meca´nica cua´ntica debida a Madelung [20], posteriormen-
te ampliada por Bohm [26], expresaremos (12) en una re-
presentacio´n de tipo hidrodina´mico. En esta formulacio´n
de Madelung, la ecuacio´n de Schro¨dinger, la cual es una
ecuacio´n diferencial lineal y compleja, se reemplaza por
una densidad de probabilidad y su campo de velocidades.
4 Una alternativa para realizar la aproximacio´n newtoniana de la
ecuacio´n de Klein-Gordon se puede ver en la referencia [25].
5A. Versio´n hidrodina´mica de la ecuacio´n
de tipo Schro¨dinger
Aplicando la transformacio´n de Madelung [20]
ψ = R(~r, t)eiS(~r,t) , (14)
donde R y S son funciones reales, en (12) y despue´s de
algo de a´lgebra se obtiene una ecuacio´n compleja donde
la parte imaginaria esta´ dada por
h¯∂tR = −2 h¯
2
2m
∇S · ∇R− h¯
2
2m
R∇2S , (15)
y la correspondiente parte real es
−h¯R∂tS = mUR− h¯
2
2m
∇2R+ h¯
2
2m
R(∇S)2 . (16)
Es conveniente definir las siguientes variables de campo
~v =
h¯
m
∇S , (17)
ρ = m2R2 . (18)
Ahora, multiplicando (15) por R y usando la identidad
2R∇S ·∇R = ∇·(R2∇S)−R2∇2S y las definiciones (17)
y (18) obtenemos la ecuacio´n de continuidad
∂tρ+∇ · (ρ~v) = 0 , (19)
siendo ρ una densidad y ρ~v un flujo de la densidad ρ que
entra o sale de una regio´n. Ahora dividiendo por R y
luego aplicando el gradiente a la ecuacio´n (16) y usando
la identidad∇(∇S ·∇S) = 2(∇S ·∇)∇S y las definiciones
(17) y (18) obtenemos
∂t~v + (~v · ∇)~v = −∇
(
U − h¯
2
2m2
∇2√ρ√
ρ
)
. (20)
Las ecuaciones (19) y (20) son la formulacio´n hidro-
dina´mica de la ecuacio´n de campo de tipo Schro¨dinger.
Estas ecuaciones indican que la evolucio´n temporal del
campo ψ(~r, t) es equivalente al flujo de un “fluido” de
densidad ρ(~r, t) cuyas part´ıculas de masa m, se mueven
con una velocidad ~v(~r, t) sujetos a una fuerza derivada
de un potencial externo U(~r, t) ma´s una fuerza adicional
debido al potencial cua´ntico5 Q(~r, t), el cual depende de
la densidad del fluido [20, 27, 28] y lo definimos como
Q(~r, t) ≡ − h¯
2
2m2
∇2√ρ√
ρ
. (21)
Es justo el potencial cua´ntico el que hace la diferen-
cia entre un sistema hidrodina´mico cla´sico y el sistema
5 En analog´ıa a la representacio´n hidrodina´mica de la ecuacio´n de
Schro¨dinger, el potencial Q lo llamaremos potencial cua´ntico.
cua´ntico que estamos estudiando. La ecuacio´n (20) es jus-
to la de Burgers si despreciamos este pontencial tomando
el l´ımite cla´sico h¯ → 0. Observemos que S es la fase de
la funcio´n de onda ψ, la cual es univaluada, es decir, de
(14) es inmediato ver que S es una funcio´n perio´dica tal
que en todo punto S(p′) = S(p) + 2πn, y por lo tanto,
∮
m~v · d~r = h¯
∮
∇S · d~r = h¯
∫ p′
p
dS = 2πh¯n , (22)
con n = 0,±1,±2, . . . para toda trajectoria “cerrada”.
Esto implica que el sistema hidrodina´mico tiene vo´rtices,
algo que ya es conocido y observado en condensados de
Bose-Einstein en el laboratorio (ver por ejemplo [29]).
Este resultado es una condicio´n de compatibilidad entre
la versio´n hidrodina´mica (19) y (20) y la ecuacio´n de tipo
Schro¨dinger, esto es, una solucio´n (ρ,~v) le corresponde
una ψ bien definida y de manera un´ıvoca.
No obstante que el fluido descrito por el sistema (20)
es irrotacional debido a que la velocidad es un gradiente,
el “fluido” descrito por (19) y (20) tiene una diferencia
esencial respecto a un fluido ordinario: si en la ecuacio´n
(22) hacemos la aproximacio´n de que a lo largo de la tra-
yectoria de integracio´n usamos la magnitud promedio de
~v a lo largo de la trayectoria, tenemos que en un movi-
miento rotacional, la magnitud de ~v decrece cuando la
distancia al centro crece, y viceversa. Esto es debido a la
condicio´n de compatibilidad (22) (ver [29]). Ma´s detalles
y discusio´n sobre estos puntos pueden ser consultados en
[30, 31].
B. Hidrodina´mica: Schro¨dinger-Poisson
La dina´mica del campo escalar se convierte en un siste-
ma hidrodina´mico, constituido por ecuaciones semejantes
a las que describen a un fluido no viscoso. El conjunto
Schro¨dinger-Poisson en esta formulacio´n es
∂tρ+∇ · (ρ~v) = 0 (23)
∂t~v + (~v · ∇)~v = −∇
(
U − h¯
2
2m2
∇2√ρ√
ρ
)
(24)
∇2U = 4πGρ . (25)
Este sistema representa la dina´mica de un “fluido”
auto interactuante en equilibrio con un potencial tipo
cua´ntico. Haciendo una analog´ıa estructural de las ecua-
ciones nos damos cuenta que no tenemos un te´rmino de
presio´n como en los fluidos normales, sino que tenemos
un te´rmino que depende de la densidad, por lo que es ra-
zonable pensar que estamos tratando con una “ecuacio´n
de estado” barotro´pica. En la literatura cuando la pre-
sio´n p = 0 se dice que el sistema es polvo, y aunque no
es muy realista, es buena aproximacio´n en algunos casos
especiales. As´ı es como se modela la materia oscura en el
modelo ΛCDM.
Sin embargo, dado que la fuerza de tipo cua´ntico es
opuesta a la fuerza de auto-interaccio´n, podemos pensar
6que es debido a una presio´n efectiva del fluido y expre-
sarla como
−∇Q = 1
ρ
∇pq(ρ) = h¯
2
4m2ρ
∇(∇2 ln ρ) , (26)
donde pq 6= 0 es una presio´n efectiva.
IV. ECUACIONES HIDRODINA´MICAS EN EL
REGIMEN LINEAL E INESTABILIDAD DE
JEANS
En esta seccio´n estudiamos la estabilidad del sistema
Schro¨dinger-Poisson en el re´gimen lineal en su forma hi-
drodina´mica. Este ana´lisis esta´ basado en el estudio de
la inestabilidad de Jeans para el colapso gravitacional de
un gas protoestelar (ma´s detalles pueden ser consultados
en [32]).
James Jeans demostro´ que en un fluido homoge´neo e
isotro´pico se pueden generar pequen˜as fluctuaciones en
la densidad y en la velocidad [33]. Sus ca´lculos fueron
hechos en el contexto de un fluido esta´tico. En parti-
cular mostro´ que las fluctuaciones de densidad pueden
crecer en el tiempo si los gradientes de presio´n que ocu-
rren en esa regio´n donde esta´ la fluctuacio´n de densi-
dad son menores que a la auto-interaccio´n gravitacional.
No es sorprendente que tal efecto exista ya que la gra-
vedad es una fuerza atractiva, si las fuerzas de presio´n
son ma´s pequen˜as que las gravitatorias, una regio´n con
mayor densidad que la de fondo atrae materia de sus al-
rededores y llega a ser ma´s densa. Mientras ma´s densa es
la regio´n, ma´s materia atraera´, resultando en el colapso
de una fluctuacio´n de la densidad y generando un obje-
to ligado gravitacionalmente. El criterio para ver cuando
puede ocurrir este colapso o no es calculando la longitud
de Jeans del fluido y lo explicamos enseguida.
Antes de calcular la longitud de Jeans con el suficien-
te detalle matema´tico, hagamos un ca´lculo de orden de
magnitud para ver su significado f´ısico. Consideremos que
en un instante dado hay una fluctuacio´n esfe´rica de radio
λ, homoge´nea, densidad positiva ρ1 > 0 y masa M situa-
do en un medio de densidad media ρ0. Las fluctuaciones
crecera´n si la fuerza de auto-interaccio´n por unidad de
masa, Fg, excede la fuerza opuesta por unidad de masa
que surge de la presio´n Fp
Fg ≈ GM
λ2
≈ Gρλ > Fp ≈ p
ρλ
≈ v
2
s
λ
, (27)
donde vs es la velocidad del sonido. Esta relacio´n implica
que la fluctuacio´n crece si λ > vs(Gρ)
−1/2. Esto establece
la existencia de la longitud de Jeans λJ ≈ vs(Gρ)−1/2.
A. Ecuaciones hidrodina´micas linealizadas
Para hacer el estudio de la inestabilidad de Jeans es
necesario linealizar el sistema hidrodina´mico (23)–(25).
Este sistema de ecuaciones admite la solucio´n esta´tica
con ρ = ρ0, ~v = 0 y ∇U = 0. Sin embargo, si ρ 6= 0, el
potencial gravitacional deber´ıa variar espacialmente, es
decir, una distribucio´n homoge´nea de ρ esta´tica puede ser
inestable ante perturbaciones y puede estar globalmente
expandie´ndose o contraye´ndose[23]. La incompatibilidad
de un Universo esta´tico con el principio cosmolo´gico en
gravedad newtoniana se da tambie´n en el universo esta´ti-
co de Einstein. De cualquier modo, cuando consideramos
un universo en expansio´n los resultados de Jeans no cam-
bian cualitativamente. Para ver esto busquemos una so-
lucio´n al sistema hidrodina´mico (23)–(25) que representa
una pequen˜a perturbacio´n a la solucio´n esta´tica
ρ ≈ ρ0 + ǫρ1 , ~v ≈ ǫ~v1 , U ≈ U0 + ǫU1 , (28)
donde las variables de perturbacio´n ρ1, ~v1 y U1 son fun-
ciones del espacio y tiempo y ǫ ≪ 1. Sustituyendo (28)
en (23)–(25) y tomando los te´rminos a primer orden de
ǫ obtenemos el respectivo conjunto linealizado
∂tρ1 + ρ0∇ · ~v1 = 0 , (29)
∂t~v1 = −∇U1 + h¯
2
4m2
∇ [∇2(ρ1/ρ0)] , (30)
∇2U1 = 4πGρ1 . (31)
Estudiemos las soluciones del sistema linealizado (29)-
(31) buscando soluciones en la forma de ondas planas
δui = δi0e
i(~k·~r+ωt) , (32)
donde las perturbaciones δui con i = 1, 2, 3 corresponden
a ρ1, ~v1 y U1, y las amplitudes δi0 las denotaremos por
D para la densidad, ~V para la velocidad y por U para el
potencial gravitacional. El vector ~r es el vector posicio´n,
~k es el vector de onda y ω es la frecuencia angular de osci-
lacio´n, el cual en general es un nu´mero complejo. Usando
(32) en (29)-(31) y definiendo δ0 ≡ D/ρ0 obtenemos
ωδ0 + ~k · ~V = 0 (33)
ω~V + U~k + h¯
2
4m2
δ0k
2~k = 0 , (34)
k2U + 4πGρ0δ0 = 0 . (35)
Brevemente consideremos las soluciones con ω = 0,
es decir, las que no dependen del tiempo. Es evidente
de (33), que el vector de onda ~k es perpendicular a la
velocidad ~v1. Juntando estas expresiones obtenemos
k =
(
16πGρ0m
2
h¯2
)1/4
. (36)
Ahora tratemos las soluciones dependientes del tiempo,
ω 6= 0. Derivemos (29) respecto a t y considerando que
~v1 es una funcio´n tal que ∂t∇ · ~v1 = ∇ · (∂t~v1), y luego
sustituimos las expresiones (30) y (31) para obtener
∂2t ρ1 − 4πGρ0ρ1 +
h¯2
4m2
∇2∇2ρ1 = 0 . (37)
7Sustituyendo (32) en (37) se llega a una “relacio´n de dis-
persio´n”
ω2 =
h¯2
4m2
k4 − 4πGρ0 . (38)
Es importante sen˜alar que la ecuacio´n (37) no es una
ecuacio´n de onda.
Esta relacio´n de dispersio´n es ana´loga a la que encontro´
Jeans [33, 34], siendo la diferencia que la forma del po-
tencial cua´ntico hace que la magnitud del vector de onda
tenga exponente 4. Para soluciones estables, pedimos que
ω > 0, lo cual implica
k > kJ ≡
(
16πGρ0m
2
h¯2
)1/4
, (39)
donde definimos el vector de onda de Jeans kJ . En base a
este resultado la longitud de onda de Jeans, λJ = 2π/kJ ,
esta´ dada por
λJ =
(
π3h¯2
Gρ0m2
)1/4
. (40)
Entonces para longitudes de onda mayores que la lon-
gitud de onda de Jeans tenemos que la perturbacio´n crece
exponencialmente. En base a la definicio´n de la longitud
de Jeans, reescribimos la relacio´n de dispersio´n como
ω = ± h¯
2m
k2
[
1−
(
λ
λJ
)4]1/2
. (41)
Recordemos que la velocidad del sonido en la teor´ıa de
Jeans se define como v2s ≡ ∂p/∂ρ. Por analog´ıa en nuestro
caso definimos una cantidad que llamaremos la velocidad
cua´ntica del sonido o velocidad de grupo 6 como
v˜s ≡ h¯
m
k . (42)
De (32), (33)-(35) y (42) obtenemos
ρ1
ρ0
= δ0e
i(~k·~r±|ω|t) , (43)
~v1 = ∓1
2
~k
k
v˜sδ0
[
1−
(
λ
λJ
)4]1/2
ei(
~k·~r±|ω|t) , (44)
U1 = −δ0 1
4
v˜2s
(
λ
λJ
)4
ei(
~k·~r±|ω|t) . (45)
6 Esta cantidad tiene unidades de velocidad, pero no es en realidad
una velocidad, es so´lo una manera de llamarla. La velocidad de
grupo se define como vg ≡ ∂ω/∂k y nos describe la velocidad de
una perturbacio´n f´ısica. Si λ≪ λJ entonces v˜s si coincide con la
expresio´n formal de velocidad de grupo. Debemos sen˜alar que v˜s
al tener unidades de velocidad es una velocidad de referencia o
t´ıpica en el sistema y su correspondencia con velocidad de sonido
o de grupo debe tomarse con reserva.
Cuando λ > λJ la frecuencia ω es imaginaria
ω = ±i(4πGρ0)1/2
[
1−
(
λJ
λ
)4]1/2
. (46)
En este caso las expresiones anteriores quedan
ρ1
ρ0
= δ0e
i~k·~r±|ω|t , (47)
~v1 = ∓i
~k
k2
δ0(4πGρ0)
1/2
[
1−
(
λJ
λ
)4]1/2
×ei~k·~r±|ω|t , (48)
U1 = −1
4
δ0v˜
2
s
(
λ
λJ
)4
ei
~k·~r±|ω|t . (49)
las cuales representan una solucio´n de ondas estaciona-
rias, cuyas amplitudes crecen en el tiempo para el caso
ei
~k·~r+|ω|t. La escala de tiempo caracter´ıstico para la evo-
lucio´n de esta amplitud se define como
τ ≡ |ω|−1 = (4πGρ0)−1/2
[
1−
(
λJ
λ
)4]−1/2
. (50)
Para escalas λ≫ λJ , el tiempo caracter´ıstico τ coincide
con el tiempo de colapso de ca´ıda libre7, dado por τff =
(4πGρ0)
−1/2, pero cuando λ −→ λJ , este tiempo diverge.
Se define la masa de Jeans como la masa contenida en
una esfera de radio λJ/2 y densidad media ρ0, esto es
MJ =
1
6
πρ0
(
π3h¯2
Gρ0m2
)3/4
. (51)
La masa de Jeans es la masa mı´nima de la perturbacio´n
para que e´sta aumente con el tiempo.
Un estudio de la inestabilidad de Jeans tanto en el
contexto cosmolo´gico como el local referente al mode-
lo de axiones para materia oscura se encuentra en [35].
En este trabajo se menciona que en el re´gimen lineal,
los condensados de Bose-Einstein de axiones y CDM son
indistinguibles para todas las escalas de intere´s observa-
cional. Sin embargo en el re´gimen no lineal de formacio´n
de estructura, estas dos teor´ıas difieren en el potencial
cua´ntico.
B. Estimacio´n de la masa del campo escalar
Despejando la masa del campo escalar de la ecuacio´n
(40) obtenemos
m =
(
π3h¯2
Gρ0λ4J
)1/2
, (52)
7 El tiempo de colapso libre es el tiempo necesario para que un sis-
tema colapse bajo su propia atraccio´n gravitacional en ausencia
de fuerzas opuestas.
8Hagamos un ca´lculo de orden de magnitud para la masa
del campo escalar, vamos a utilizar
h¯ ∼ 10−34 J · s→ h¯2 ∼ 10−68 J2 · s2 , (53)
G ∼ 10−11m3/Kg · s2 (54)
Segu´n la teor´ıa de formacio´n de estructura esta´ndar,
un valor de la longitud de Jeans λJ puede ser fijado para
la e´poca en que la radiacio´n y la materia son iguales
teniendo un factor de escala a ≃ 1/3200. En este tiempo,
ρ ≃ 3 × 1010M⊙a−3/Mpc3 [36], y la longitud de Jeans
∼ O(102)pc [37]. Aqu´ı M⊙ = 1,9891× 1030Kg es la masa
del Sol. Entonces tomando la densidad ρ0 ∼ 10−14Kg/m3
y λJ ∼ 102pc tenemos
m ∼ 10−57Kg (55)
o en unidades de eV/c2 obtenemos
m ∼ 10−22eV/c2 . (56)
Por lo tanto, con el ca´lculo de la estabilidad de Jeans,
necesitamos que la masa del campo escalar sea ∼
10−22eV/c2, lo cual es un resultado obtenido en [38, 39].
De la definicio´n de la masa de Jeans obtenemos
MJ ∼ 1010M⊙ . (57)
V. CONCLUSIONES
En este trabajo hemos revisado el modelo de mate-
ria oscura escalar para describir halos de materia oscu-
ra. A partir de la accio´n de Einstein-Hilbert acoplado
con un campo escalar complejo se hizo la aproximacio´n
de campo de´bil y luego se calculo´ el l´ımite para campos
que var´ıan lentamente en el tiempo conocido como l´ımite
newtoniano. El sistema resultante se conoce como siste-
ma Schro¨dinger-Poisson. Luego, mediante la transforma-
cio´n de Madelung, la ecuacio´n de Schro¨dinger, ecuacio´n
lineal y compleja, se convierte en un sistema no lineal
que describe la dina´mica de campos reales, una densidad
y su campo de velocidades: formulacio´n hidrodina´mica.
Cabe mencionar que dicha transformacio´n no altera la
ecuacio´n de Poisson.
En el contexto hidrodina´mico, aparece de manera clara
un potencial de tipo cua´ntico el cual genera una fuerza
opuesta a la fuerza gravitacional. Entonces mediante un
estudio de la inestabilidad de Jeans se obtuvo un crite-
rio para que una perturbacio´n de la densidad colapse y
estas fuerzas se equilibren. Bajo esta condicio´n y valores
adecuados se calculo´ la masa del campo escalar.
Por otro lado, la dina´mica de las variables de campo
es de naturaleza hiperbo´lica lo cual es de suma impor-
tancia para la implementacio´n de esquemas en forma de
leyes de conservacio´n usando me´todo expl´ıcitos de dife-
rencias finitas, los cuales se piensan usar en futuros tra-
bajos. Adema´s, dada la similitud con las ecuaciones de
Navier-Stokes, podemos usar las te´cnicas que han sido di-
sen˜adas para resolverlas como el me´todo de hidrodina´mi-
ca de part´ıculas suavizadas (SPH). Este u´ltimo me´todo
es muy interesante porque no requiere la implementacio´n
de condiciones a la frontera (nume´ricas). Este trabajo
esta´ en curso y sera´ reportado en un futuro.
El sistema Schro¨dinger-Poisson con simetr´ıa esfe´rica,
se ha estudiado en el contexto de estrellas de bosones y
condensados de Bose-Einstein, sin embargo no en la ver-
sio´n hidrodina´mica. Las soluciones nume´ricas con dicha
simetr´ıa se abordara´n en trabajos futuros dado que su
solucio´n representa un trabajo complejo.
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